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Тригогиперболические функции 
в математическом анализе (1]) 


В статье предложена система «элементарных» функций, которая названа тригогиперболическими функциями и 
обозначена как 5х, их, сох, охх. Эта система функций является альтернативой обычным тригонометрическим и 
гиперболическим функциям 5 х, со$ х, зйх, сих. Функции введены на основе разделения рядов Маклорена 
функций 5 х, соб х на положительную и отрицательную части. Так определяются четыре линейно 
независимые и аналитические функции. В статье изучаются алгебраические и аналитические свойства 
тригогиперболических функций. 


Введение 


Хорошо известно, что функции синус и косинус могут представляться абсолютно 
и равномерно сходящимися на всей вещественной оси степенными рядами. Эти ряды 
являются знакочередующимися, рядами Лейбница [1-3]. Другими словами, каждая 
из функций состоит из пары сходящихся рядов противоположного знака. Каждый из 
этих рядов сходится к некоторой, как следует из их разложений, аналитической функ- 
ции. На основании такого разделения рядов для синуса и косинуса на пары рядов можно 
ввести четыре аналитические функции [4]. При этом, как увидим в дальнейшем, раз- 
ности новых функций соответствуют обычным синусу и косинусу, а сумма -— гипербо- 
лическим синусу и косинусу, а также экспоненциальной функции. Так возникает единый 
базис для тригонометрии обычной и гиперболической со своими «тригогиперболичес- 
кими» соотношениями и свойствами. 

Представление тригонометрических и гиперболических функций через новые 
функции является, по сути, упрощением элементарных функций синуса и косинуса, 
и служит базисом для практической работы с обычными тригонометрическими и гипер- 
болическими функциями, а также с экспоненциальной функцией. Получив ряд соотно- 
шений между новыми базисными четырьмя «тригогиперболическими» функциями, можно 
работать как с новым набором линейно независимых функций, так и с обычным набо- 
ром (синус, косинус, гиперболические синус и косинус). С каким набором функций 
работать удобно, определяется постановкой решаемой задачи. 

Целью статьи является введение новой системы функций, которая может быть 
использована как в математическом анализе, так и в различных областях науки для 
решения прикладных задач. 

В этой работе рассмотрены кратко алгебраические свойства тригогиперболичес- 
ких функций [4] и построен аппарат дифференциального и интегрального исчисления, 
включая функции комплексной переменной. 


1 Определения тригогиперболических функций 
и основные обозначения 


Определим функции 5х, тх,сох,озх следующими равенствами [4]: 
зшх=5йх-тмх, — 5йх = ях + их, 


(0 


созх = сох-—о05х, сйх= сох + 05х. 
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В дальнейшем будем эти функции называть соответственно 5х «си-функция», 
шх «ин-функция», сох «ко-функция» и о5х «ос-функция», а всю совокупность 5х, 
тх,сох,о5х — тригогиперболическими функциями, кратко ТГ-функции. 

Решим систему (1) относительно функций 5х, тх, сох, ох. Складывая первое и 
третье равенства, получим выражение для функции ях . Вычитая первое и третье ра- 
венства, получим выражение для функции шх. Повторяя операции над вторым и чет- 
вертым равенствами, получим функции сох,о5х . Итак, 


ях = _ (5шх- 5х), сох = о х+ сйх), 
2 2 
т . (2) 
штх = пы. 0%х = и. 
Рассмотрим некоторые следствия из определения (1). 


1. Свойства симметрии функций 5х, мх,сох,озх следуют из определения (1) и 
свойств симметрии функций $ш(-х) = — 1 х, со$(—х) = созх, 5й(—х) = —5йх, сй(—х) = сйх. 


5-х) ==, т(-х)==тх, со(-х)=сох, 05(—х) = сох. (3) 
2. Выражение для экспоненциальной функции 
е” = ях + тх + сох + о5х. (4) 


3. Формула Муавра 
е" =5Ких) +т(их) + со(пх) + о5(их). 
4. Из равенств (2) следуют некоторые частные значения функций 
5(0)=0, 21(0)=0, со(0) =1, 05(0)=0. (5) 
Запишем нули функции у=зшх: зшх=0=> х=ли,пЕЙ . Поскольку зшх = 5 — 


ь п 
—тх, то 5Кли) =т(лп),пеЕЙ. Аналогично, созх =0=>х= т +ли, ПЕЙ. Поскольку 
п п } 
созх = сох- ох ‚ то «| + т] = ИЕ + т] ПЕЙ . Теперь рассмотрим значения зшх = 


ЕЕ а + +2ли, ПЕЙ. Откуда следует, что [Ел +2ит | - Ели) ты №, 


Если созх =+1> х=+л+2ли, пЕЙ . Откуда следует, что «= т] 037 | т] ПЕЙ. 
Итак, 

5Кли) = рат. + т] = = + т] 

со(+л + 2лп) — о5(+л +2лп) = +1 (6) 


Ета - +2 |= Нней. 


2 Основные алгебраические соотношения 
для функций 5х, шх, сох, 05х 


Выведем ряд соотношений, связывающих ТГ-функции 5х, шх, сох, озх с обычны- 
ми тригонометрическими и гиперболическими функциями 
эшх- эйх = (ях — тх)(яйх + тх) = 5Рх-т?х; созх-сйх = (сох -— озх)(сох + о5х) = со’х-— 05°Х. 
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Откуда, 
5Рх-т’х=зшх.5йх, со?х-05х = с08х- СХ. (7) 
Откуда следует формула 
5йх-т’х+со’х- 0о5’х = этх: 5йх + с0$ х-сйх. 
Используя формулы (2), найдем 
5х -05х —тх-сох = [т х+5йх)(-— со$ х + сйх) — (=-зш х+ 5йх)(с08 Хх + сйх)| = 


= [5шх-сйх — созх-5йх /2. 
Кратко 
2( 1х -05х —тх-сох) =зш х-сйх -— созх: 5йх. 

Используем основное тригонометрическое тождество зт’х-+с05°5 =1 
(ях-тх)? + (сох- ох)? =1, зРх+т’х+со’х+05’х-2 ях -тх-2сох-о5х = 1 
Аналогично, используем «основное» гиперболическое тождество сй’х —5/й^х =1 
(сох + о5х)? — (ях +тх)? =1, со’х+05’х-5Рх-т?х+ 2сох-05х -Зях -тх =1, 
В результате имеем пару соотношений 

со’х+ о5’х+5Рх+т”х =1+2(йх -тх + сох-05Х), 


(8) 
2 2 .2 ._2 . . 
со^х + 05°х- 5х тих =1+2(ях 1х - сох - 0х). 
Складывая и вычитая полученные равенства, получим 
2 2 . . р ы 
со‘х+05’х=1+2ях-тх, 5Р?х+т2х = 2сох.о5х. (9) 


Используем формулы двойных аргументов зт2х = 2зтхсо$х и 5й2х = 25йх-сйх 
зш2х=52х-т2х = 2(ях — тх)(сох — ох) = 2 ях сох + 2х о5х — 2 ях ох — их сох, 
5й2х = 92 х+т2х = 2(ях + тх)(сох + о5х) = 2ях сох + 2тх о5х +25 о5х + их сох, 

912х = 2(ях - сох +тх-05х), т2х= 2(ях - 0х +тх-сох). (10) 
Проверим результат 
$92х-т2х = 2(ях-сох- ях. о5х +тх - ох —тх -сох) = 2(ях (сох - ох) + тх(озх — сох)) = 
= 2(ях созх-тхсозх) = 2(ях —тх)созх = 2зтхсозх = зш 2х. 
Аналогично проверяется равенство 512х + т2х = 5й2х. 
Используем формулы двойных аргументов с0$2х = с05° х-зт?х и сй2х = сй*2х+ 
+57°2х [5] 
с0$2х = со2х-— о52х = (сох — ох)? — (ях —тх)? = со?х+ 05° -5Рх-т?х- 2сохо5х + 2х тх, 
сй2х = со2х+ о52х = (сох-+ о5х)? + (ях + тх)? = со’х+ 05° +57 х+т’х+2сохозх +2 ях тх, 
со2х = со’х+о5’х+2ях-тх, 052х = 5Рх+тх+2сох-05х. (11.1) 
Подставив формулы (9), получим более простые выражения 
со2х=1+4ях-тх, 052х = 4сох-05х. (11.2) 
Вычитая и складывая выражения, получим 
с0$2х = со2х-052х =1+4ях.тх-4сох-095х, 
сй2х = со2х+052х =1+4ях.тх-+4сох-05х 


с082х=1+4ях-тх-4сох.о5х, сй2х=1+4ях-тх+ 4сох: 05х. (12) 
Вычитая и складывая равенства, получим еще два соотношения 
сй2х—с0$2х = 8сох-05х, сИ2х+с0$2х=2+8х 1х. (13) 
В 1-с0$2х 5 1+с082х 
Используем формулы понижения степени т” х = -— и со х= о. подста- 
вив формулу (12) 
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1+ с05$2х _ 1+(1+45х -тх-4сох-05х) _ [ + 2х -тх- 2сох: 05Х), 


2 2. 2(сох-о5х — ях .тх). 
т? х=2(сох-о5х-— ях. тх), оз’ х=1+2(ях -тх- сох-05х). (14) 
› СИ2х-1 ›  1+сй2х 
Используем формулы понижения степени 5й“х = и сй’х=- —, Подста- 


вив (12) 


сй2х-+1 _ 1+4ях тх + 4сох -05х 1 _ р 2х тх + 2сох - 0х, 


2 2 2 ях шх + 2сох - 05х. 


сй?х =1+2ях-тх+2сох-о5х, 5х =2(ях-тх + сох-05х). (15) 


Найдем тригогиперболические функции для суммы и разности аргументов х и у 
(х-+ у) =5шхсо$ у-+ созхзш у = (ях — тх)(соу — о5у) + (сох — ох) (517 —ту) = 


= 5{хсоу — Яхобу — тхсоу + тхо5у + сох51у — 05х51) — сохту + озхту, 


5(х+ у) —т(х + у) = Яхсоу + 51усох — сохту — тхсоу — 05х51) — обуйх + тхо5у + туобх. 


Аналогично, для гиперболической функции 5й(х + у) 
5й(х + у) = йхсйу + сйхйу = (ях + тх)(соу + 05у) + (сох + о5х)(51у + ту) = 
= 5$хсоу + 51505 + шхсоу + тхобу + сох51) + о5х5[у + сохту + о5мту. 
В результате получим 


5(х+ у) т(х + у) = (яЯхсоу + яусох) + (сохту + тхсоу) + (о5х&1у + озубрх) + тхо5у + туохх. 


Складывая и вычитая равенства для выражений 51(х + у) -т(х+у) и 5Цх+у) +т(х+ у), 


получим 
5(х-+ у) = ях - соду + 51) - сох + тх - 05у + ту: 05х, 
5(х- у) = 5 - соу — 517 : сох + тх-05у-— Ту - 05х, 
т(х + у) = сох-ту + тх - соу + о5х : 517 + 05у -&х, 


т(х - у) = -сох- ту + тх-соу — о5х - 517 + 05у 9х. 


(16) 


Легко проверить, что формулы двойных аргументов 512х, т2х имеют место при 


х=у и совпадают с формулами (9). 
Комбинируя в (16), получим 
5Цх+у) +5 (х - у) = 2(ях - соу +тх- 05у), т(х- у) +т(х- у) = 2(тх-соу + озу - 1х), 
5Цх+ у) -5Кх- у) = 2(517 - сох +ту - 5х), т(х-+ у) -т(х- у) = 2(сох-ту + о5х: 51). 


(17) 


Найдем тригогиперболические функции для суммы и разности аргументов в функ- 


циях со5(х+ у) и сй(х- у) 
со$(х + у) = с0$ хсоз у — за хзш у = (сох — о5х)(соу — о5у) — (ях —тх)(яу —ту) = 


= сохсоу — о5хсоу — озусох + о5хобу — Ях51 р + тх51у + тату —тхту. 


ср(х + у) = сйхсйу + зйх5йу = сохсоу + озхсоу + охсоу + о5хозу + 51х51 + тх51у + яхту + тхту. 
со(х + у) — о5(х + у) = сохсоу -— озхсоу -— озусох + о5хобу — 51517 + тх5йу + яхту — тхту. 


со(х + у) + 05(х + у) = сохсоду + о5хсоу + о5хсоу + о5хо5у + 51х51) + тх5йу + яхту + тхту. 


со(х + у) = сохсоу + о5хо5у + тх5йу + яхту, 


со(х — у) = сохсоу + о5хо5у — тхяйу — ху, 


18 
05(х + у) = о5хсоу + озусох + 51х51 + тхту, т 
05(х- у) = 05хсоу + озусох — Ях51у — тхту. 
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Формулы двойных аргументов со2х, о52х следуют при х=у и совпадают с фор- 
мулами (10). 


со(х + у) +со(х- у) = 2(сохсоу + 05х05у), о5(х + у) + 05(х- у) = 2(05хсоу + о5усох), (19) 


со(х + у) - со(х- у) = 2(яхту +1тхбй >), о5(х+у)-о05(х- у) = 2(яхяу + тхту). 


3 Пределы и производные от функций 5х, 1х, сох, о5х 
Дифференцируем равенства (2) 


о 1 ‚| Е : ь 
(1х)' = 5 (зшх-+5йх)' = 5 (с0$ х + сйх) = сох, (сох)' = . (созх + сйх)' = _ (-зтх+ 5йх) = мх, 


1 : 1 1 42: . 
(тх)' = > (- их + 5йх)' = Я (—-созх + сйх) = о5х, (05х)' = _ (— созх + сйх)' = о (зтлх + 5йх) = 9х. 


В результате имеем 
(51х)’=сох, (сох’=тх, (тх)’ = о5х, (05х)' = ях. (20) 
Вычислим производные высших порядков 
(51х)' = сох, (я1х)" = (сох)" = (тх)' = обх, й 
(56%)" = (сох’=тх, (5%) = (сох" = (тх)" = (оэху' = 5х. | 
Как видно, каждая четвертая производная от любой из ТГ-функций возвращает ее к 
исходной функции. 
Производные от ТГ-функций можно ввести по определению производной [6] 
р ыы (22) 
Ах>0 Ах 
Для определения производной функции используем формулу (16) 
5(х-+ Ах) = ях - соАх + Ах - сох + тх - о5Ах + МАХ - 05Х, 
5(х+ Ах) -5Кх) _ ти 5х - со(Ах) + 5 (Ах). сох + тх: 05(Ах) + т(Ах)-05х ях _ 
Ах Ах50 Ах 
а ях. со(Ах) ях Вт 5КАх) - сох Вт тх -05(Ах) а т(Дх)-05х 
Ах>0 Ах Ах—>0 Ах Ах>0 Ах Ах>0 Ах 


(5х)! = шт, 


Поскольку Шт О =0, Пт Бы = пп и: =0, 
Ах—0 Ах Ах—>0 Ах Ах—>0 Ах 
то (5х) = Шт А. сох: Шт о. сох. 
Ах—>0 Ах Ах—>0 
Аналогом первого стандартного предела является предел [7] 
т м еь (23) 
х>0 Хх 0 


В связи с первым стандартным «тригогиперболическим» пределом следует иметь 
в виду равенства 
. т .  05(х 
Пт ( а ( ре (24) 


х>0 х х—>0 х 


которые следуют из разложений (2) в ряд Маклорена. Действительно, как следует из 
разложений (2), асимптотика ТГ-функций при х > 0 имеет вид 
сох = 1+ х°/[5!, эхх ях, о5х = Хх’ [21 тх = Хх, 
Заметим, что правило Лопиталя для ТГ-функций в отношении экспоненциаль- 
ной функции е” при х —> о не работает. 
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ге 189 ._ (9х) (._сох ге ле бОХЬ в. ША 
Пи == т = Пт ит.д. Пт = т = Шт 
[©.0) х>® (е`)' х—>о® е“ х—>0 е“ х—><5 е^ х>о® е“ 


х—>>о е* 


Это свидетельствует о том, что правило Лопиталя не работает для некоторых 


пределов, связанных с ТГ-функциями 5х, сох, тх, о5х. 


Тем не менее, предел существует и его легко вычислить, если использовать выраже- 


ВЕ а ег” -е^ . ях 1 
ние для функции 5х = — (зтх+ 5йх) = —(зшх+-———__). Отсюда видно, что Ит— =. 
2 2 2 х>% ©” 4 
„сх . Шх 0х 1 
Аналогично устанавливаем Ит —— = Шт —— = Ит—— =-—. Эти результаты дают асимп- 
хо е хо е“ хо е^ 4 


тотическое поведение функций 5х, сох, тх, охх при х —* 
ях = сох =атх = о5х я е” |4. 


. . 1 х х 
При этом ясно, что ях -+сох +тх+о5х я 4-е =е”. 


х—>>о 


Точно так, правило Лопиталя не работает, если в знаменателе есть любая из ТГ- 


ыы : . 5х оо 
функций 5х, сох,тх, оях. Например, Ит —— = | ‚ но, как следует из последнего ра- 


ях ях 


венства ши —— = шп — =1 и тд. Правило Лопиталя работает в большинстве случаев 


х>° сох > их 
неопределенностей 


4 


ти 1-со(х) _ 1 в (1— со(х)}' Е: т т(х) _ 


х—>0 х 0 х>0 (х“) Д хо хз 


Применим правило Лопиталя еще три раза и получим [тп 


х>0 х4 


| 


1- со(х) ы 


1 


41° 


Приведем еще один пример применения правила Лопиталя, когда его применя- 


ют и раз 


ее 
<]  х*® (5х) = (5Кх)) 


х |= (=) \ т! 


Производная (5/(х))”” дает одну из функций 5х, ох/тх, о5х (в зависимости от значения п ), 


а числитель дроби равен постоянной. Поэтому, применяя еще раз правило Лопиталя, 


получим нуль. 


Сделаем несколько замечаний относительно линейной независимости ТГ-функ- 
ций. Для чего выпишем определитель Вронского И’ системы функций 5х, тх, сох, 


0х [8], [9] 
сох 5 5х тх сох ях 
И’(х) = (сох) (ях) (ях) (тху - тх сох 


(сох" (5) (5х) (тх| |05х  тх 


(сох)" (ях) (ях) (@тх)" ях 0х 


05х 
ях 
сох 


тх 


тх 
05х 

(25) 
9х 


сох 


В частности, в точке х =0 имеем 7 = |Е | =1, Е — единичная матрица. 


Вычисление определителя, приведенный в приложении, дает И’ =1. Как видно, 
определитель Вронского не равен нулю ни при каких хе К, что свидетельствует о ли- 
нейной независимости ТГ-функций на всей числовой оси (Приложение). 
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4 Ряды Маклорена ТГ-функций 


Запишем ряд Маклорена произвольной функции /(х)= >. Г" н " [8]. Учтем 


«периодичность» производных (6) и 5 (0) =1т(0) = 05(0) = 0, со (0) = =1. г. результате по- 
лучим разложения ТГ-функций. Покажем это на примере функции /(х)=5Кх). 
<) =ях, /(0)=50)=0, Д"С®) = (сох)' = тх, }"(0) = т(0) = 0, 
Г’) = (5х)! = сох, Г'(0) = со(0) =1, Х"(х) = (мх)' = ох, 1" (0) = 05(0) = 0, 
1”) () = (о5ху' = 5х, Г (0) = 50) = 0, ..., (0) = со(0) = 1. 


Подставляя это выражение в ряд Маклорена, получим 
4п-1 5) 9 


Хх Хх 
в 
И та р 


Аналогично находим отличные от нуля производные для остальных функций 
т" (0) =1, со"(0)=1 05“? (0) =1. В результате получим представление ТГ-функ- 


ЦИЙ в виде степенных рядов 


| х? х [] х"н 4 х со х" 
9х =х+—+—+...= ее ь 
19! 2 (4п-+ 1! 41 8 5 (4п)! 
. хз 7 хи р. хо" 2 хб х0 р. хи" 
тх=—+—+— т =—+—+—=....= . 
о т: и" 9 (4п + а 2 @ 10 0 (4и)! 
Сравним со га = степенными рядами 
3 х2"Н 3 о со 2и-1 
Хх Хх Хх 
зтх = хня. += С И Их. +=У 
3 5 2 (21-1! 


2 2 4 оо 
Хх Хх Хх Хх 
со5х = чт. сйх=1+5+—+..+=» Ст 
0 


2! о - уг 7 4 2п)! 
х2 хз р] х” 
ее = +х+—+—+..+=» — 
РЕ] И 


Сравнивая ряды для тригонометрических 5шх,созх и гиперболических функ- 
ций 5йх,сйх и функции е“ с определениями ТГ-функций (1), (2), получим согласие с 
определениями (1). 

Ряды функций 5х/тх,сох,о5х сходятся абсолютно и равномерно на всей веще- 
ственной оси, что легко проверяется с помощью признака Даламбера сходимости ря- 
дов [10]. Продемонстрируем это на примере функции у = 5х 

Анн р 4+1 х*(4п +1! ь. (4т+1! В 
(4(п+10-+1! (Чт! (4(п+0-+1! ^ =>(41+5)! _ 


Равенство нулю предела означает, что признак Даламбера выполняется для всех ХЕ К. 


И 


и, 


= Шт 


хо 


шп 


х—>0 хо 


5 Некоторые соотношения для ТГ-функций 
комплексного аргумента 


Подставляя в разложения функций 5;мх,сох,о5х вместо переменной х пере- 


у в: .8 а ий 
менную х и учитывая, что Г =-1, Г =-Ь Г =1, получим 
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и .9_.9 .4_.4 .8_.8 
в : Ех Ех А | Ех 1х 
5() = + + +... =7: 9, со(х) =1+ + +... = С0Х, 
5! 9! 4! 81 
.3_.3 #7 _.7 #1111 .2_.2 .6__6 10 __10 
зо ре. Е : а 
т(х) = + + +..=-Р мх, 05(№) = + + .... = —05Х. 
3 7! 11! 2! 6! 10! 


В результате получим соотношения для ТГ-функций мнимого аргумента 
5х) =г.ях, тах) = -1-тх, со@х) = сох, о5(1х) = —05х. (26) 
Легко проверяются равенства 
т(й) =5Кы) —т(®) = Кях +тх) = 1.5йх, 
с05(1х) = со(йх) — о5(Ёх) = сох + о5х = сйх, 67) 
5й(а1х) = 5 ах) +т(о) =ЦКях -тх) =1.5шх, 
сй(1х) = со(1х) + о5(1х) = сох — о&х = со$х. 
ей =5Кх)+т(х) + со) + о5(1х) = Кях — тх) + сох + 05х = со5х +15шх. 


Подставим эти выражения в формулы (2) 


и ре 
ях = бл —15й(1х)), ях = о —1. зт(х)), 


| 1 | Е НИ 
тх = —(5йх +1: 5й(х)), тх=-—(зшх+1-9щ(Ы)), 
2 - (28) 


| | 
сох = 5 +сйх)), сох = м +с05х), 


1 
05х = 5 — сй(ах)). о5х = оо — с0$х). 


Запишем формулы (16) — (19) для комплексной переменной 2=х+й 
5(х+1)) = 5хсоу — тхозу + Цяйусох —туозх), т(х +1) =тхсоу — озуях + Цо5х51) — сохту), 
5(х-—1) = яхсоу — пхозу + Цтуозх — Яусох), ° т(х-1) = тхсоу — овуях + Ксохту — 05х51), 
5х +1) +5Кх-1>) = 2(яйхсоу — тхозу), т(х +1) +т(х —1у) = 2(тхсоу -— озу), (29) 
5Их +1) -5Кх- 1) = 2Кяусох — туозх), т(х+)-т(х-1) = 2Ко5х5й — сохту), 
со(х +1) = сохсоу — о5хо5у —1: (яхту — тх5й›), 
со(х- 1?) = сохсоу — о5хо5у — 1. (тх5йу — яхту), (30) 
05(х+ у) = о5хсоу -— озусох — 1. (ях + тхту), 
05(х- у) = о5хсоу -— озусох — 1: (51х51 — тхту), 
со(х +1) + со(х —1>) = 2(сохсоу — о5хозу), 05(х+17) + 05(х —1}) = 2(05хсоу — обусох), 31) 
со(х+1у)- со(х- 1) = 2Итхяйу — яхту), — 05(х+17) -05(х-—1) = 2Цяхя1у — тхту). 
Покажем, что функции 5172,12,с02,052 являются аналитическими во всей комп- 


лексной плоскости 2. Для этого запишем условия Коши-Римана функции 
Л(2) = и(х,у) +1 х,у) [9] 
дби(х,у) _ дух, у) дих у) _ _ бух, У) (32) 
Ох д”. ду х ` 
Рассмотрим функцию 52) = и(х, у) + Их, у) = яхсоу — тхозу + Цяусох —туо5х). 


Здесь и(х, у) = &хсоу —тхозу,  у(х, у) = Яусох — туо5х 
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и’ (х, у) = (яйхсоу —тхобу)'. = сохсоу — 05хо5у, 
' ео . . РЕ, 
у,(х, у) = (51сох — туозх), = соусох -— 05у05х, 
' . . й ке : . 
и,(х, у) = (51хсоу — тхозу), = яхту — тхяйу, 
—у' (х, у) = -($йусох — туобх)'. = -5рлпх + туях. 
Как видно, условия Коши-Римана выполняются. Аналогично проверяется свойство ана- 


литичности остальных функций. 
Построим две функции комплексной переменной 


1. (2) = с0(2)+1:5(2), (2) =05(2)+1-т(2). (33) 
Проверим их аналитичность 
(2) = со(х+ 1?) +1:5Кх +1) = сохсоу — о5хобу — 1. (5рату — тх5й р) + 
+7. (5хсоу — тхобу) +1: К$йусох — туобх) = 
= (сохсоу -— о5хо5у — усох + туох) + 1. (я1хсоу — тхобу — рту + тх51}), 
и (2) = Ве Л (х+1>) = сохсоу — о5хозу — яусох + туобх, 
у (2) = Пи Л (х-+1>) = 5хсоу — тхобу — яхту + тхя1ту, 
и’ (х, у) = тхсоу — Яхозу — Яутх + туях, 
—. у) = &хту — тх51у — 51х05 + тхсоу, 
и, (х, у) = сохту — 05х51} — соусох + 05у05х, 
й у, (х, у) = —(сохсоу - озхозу — сохту + 05х51). 
Некоторые аналитические функции получим дифференцированием Д(2) = с0(2)+1:5 2), 
в том числе докажем свойство аналитичности функции },(2) 
(2) =т(2)+1-с0(2), 2) =5К2) +1-05(2), 
22) = о5(2) +1-т(2)= р(2), ГИ) = со) +. 5К2)= 1 (2). 
Функции /(2) и /,(2) привлекательны тем, что 
1 (=)- (2) = с0(2) - 05(2) +1-(5(2) = т(2)) = с0$(2) +1-911(2) = е", 
(2) Л (2) = с0(2) + 05(2) +1:(5(2) + т(2)) = сй(2) +1: 5йЙ(2), 
| 2(2)] = / (2) Г (2) = (с05(2)+1-51(2))(с05(2) -1-51(2)) = с0$7 (2) +517 (2) =1, 
|5 (= = 1, (2) 1. (2) = (сй(2)+1-5й(2)(сй(2) = 1-51(2)) = сй?(2) + 51? (2) = сй(22). 


6 Интегралы от ТГ-функций 

Неопределенные интегралы от ТГ-функций определяются обычно, то есть как 
операция нахождения совокупности первообразных | о)ах-+С данной функции ХГ(х). 
По известным производным (05х)' = йх, (51х)' = сох, (сох)' =тх, (тх)' = о5х находим 


[зв = озх + С, [сохах = яв + С, 
(34) 
[пхах = сох + С, [озхах = тх+ С. 


Запишем несколько простейших интегралов, которые проверяются непосредственным 
дифференцированием 
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2М 


1 1 
[са «сохуах = —5Рх+С, [их -озх)ах = —т?х+С, 
2 2 
у т (35) 
| (сох „тх)ах = ъсох +С, [| (©зх ‚„ях)ах = 505 +С. 
Используем формулу с0$2х =1+4ях тх-—4сох.о5х. Интегрируя равенство, нахо- 


Дим | со$2хах =х+4 | (ях. тх)ах-4 | (сох: о5х)ах. Аналогично, используем формулу 


сй2х =1+4ях.тх+4сох.о5х. Откуда, | сй2хах =х+4 | (хх. тх)ах+4 | (сох-о5х)аХ, 


5й2х зт2х 50 
8 8 2 


Складываем и вычитаем формулы 


[с5 „тх)ах = +С. 


[сп2хак + [соз 2хах =2х+ 3| (ях -тх)ах, [5 „тхуах = 5й2х+зт2х х _ 5х _х 6 
16 4 8 4 
[си2хах = [соз2хах = 8| (сох - о5х)ах, | (сох -озх)ах _ 5й2х и =: и +С. 
Получим формулы 
[(сох-оздщи = "ХС, [бот Х-Х+С. (36) 


Рассмотрим интегралы от квадратов ТГ-функций 


и = 8х => ди = сох4х ] 
[5Рхах и [зв (озх) -| |= узовх- [арок = кои ХС. 


Ду = хАх > у = о5х 


Здесь использован интеграл (36). Аналогично рассматриваются остальные интегралы. 


| т2х 
[п?хах = [‘пха(сох) = тх . сох - [5х „сох4х =тх-сох- +С ит.д. 
Результаты сведем в таблицу 
т2х __ 512х Хх 
[5Рхах = эх. овх— +С, [собхах = сох ях 7+1. С, 
а . (37) 
; . тах р ях х 
[2п?хах = тх-сох— - +С, [о5?хах = тх-овх — Но! С. 


' 


р т2х 2 052 2 
Проверим первую из формул: | 5х: 05х — В. = сох-05х+57х- ет = 5х. Здесь ис- 


пользована формула (11): 052х = 4сох: 05х. 


Проверим формулы в совокупности. Складываем интегралы и соответственно 
правые части 


Ре: 


.2 ._2 2 2 с й . $ 
[< х+т-х + со“х +05`х)ах = ях - о5х + сох : Ях + тх-сох + тх-05х — 2 


Производная правой части равенства равна 
сох -05х +5 х+тх- ях + со*х + ох. сох + т?х+тх- ях +05 х-ях-тх-2сох-05х = 
.2 2 2 2 
=5Гх+со’х+т Хх +05. 
Здесь использована формула сй2х =1+4ях-тх-+ 4сох. 0х. 
Интегралы 


| 57’ хах, | т"хах, | со" хх, | 05’ хах 
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но К 
выражаются через интегралы вида | шт’ хе” ах, | со$` х-е”ах ‚ в частности, через ин- 


тегралы | 5 хах, | со" хах, | е””Ах, | е”4х (когда одно из чисел К или т равно нулю). 


Это следует из выражения (2) ТГ-функций через тригонометрические и гиперболи- 
ческие функции и последующим применением бинома Ньютона. 

Рассмотрим интегралы, берущиеся по частям. Наиболее простыми являются ин- 
тегралы вида 


[х' ‚ хах, |" „тах, [х' ‚ сохаХ, [х' ‚ озхаХ. (38) 
Интегрирование по частям выполняется И раз, всякий раз в качестве и берется 
х в соответствующей степени. Продемонстрируем примером 
2 
и=х" > ди=2 хх 


2 . 2 
[Е -хах = | =х озх—2 | х-озхах, 
Ду = яхах > у=о5х 
и=х => ди =ах | , 
[х-озхах = =х. их - | тхах = хх — сох, 
Ду = о5х4х > у=тх 


| ‚ яхах = х’о5х —2х-тх —+2сох + С. 
Интегралы 
[55 .е”4х, [сох е”4х, [2х .е”Чх, [5х ‚е”АХ. (39) 
также вычисляются по частям как возвратные интегралы [2], [3]. При этом интегри- 
рование выполняется четыре раза, всякий раз в качестве и обозначается либо ТГ-функ- 
ция, либо функция е”. Однако вычисления можно провести иначе, представив экспоненту 
через сумму ТГ-функций 


[55 -е‘ах = [зе + шх + сох + ох) Ах = [5Рхах + [5х „тхах + [55 сохах + [5х - о5АХ = 
т2х 52х х |. 1 92х-т2х х |. 
+ ео еС Е бы 05+ С 
8 8 42 2 8 4 2 
Аналогично вычислим подобные интегралы, результаты сведем в таблицу 
зш2х х 1 зш2х х 1 


= 5х: 05х-— 


[з5х-е’ = -2+— (ях + 05х)? + С, [сох-е*ах =- ++ (5х + сох)?+С, 
8 4 2 4 2 (40) 
ш2 1 ш2 1 

[тх-ечк = +5 (их + сок)? + С, [овх-еф =" ++ их+087+С. 


Проверим результат, складывая почленно интегралы. Слева получим [е`.е’ах= 


2х 
= +С, справа 
а г 5 И, о И: 2 
р ео оо Но а Во о +С = 


= х+05°х+со*х-+т?х + 5хо5х + тхсох + яйхсох + тхобх = 


= а. +052х + со2х+т2х)' = „= 


Здесь использованы формулы (10) и (11), согласно которым 
2х +т2х + со2х +052х = со*х+ 05° +57 х+т?х+ 


+ 2(51х - тх + сох - 05х + ях - сох + тх -05х + 9х - 05х + тх -сох). 
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Интегралы 
- |5Шх зшх . зшх зшх 
| ях. ах, | сох. ах, | шх. фх, | о5х. фх (41) 
созх созх созх созх 


также вычисляются по частям как возвратные интегралы [2-4]. При этом интегриро- 
вание выполняется четыре раза, всякий раз в качестве и используется ТГ-функция. 
Однако вычисления можно провести иначе, представив зшх = ях —тх, созх =сох- 05х. 


Продемонстрируем на примере. 


а 


ь (42) 


[55 -соз хах = [55 „сох4х — [55 “о5хх = ОР» =’) +С. 


: . .2 ; 3 р 
[55 „5ш хах = [5 хх - | 9х. тхах = Ях `05х- 


Аналогично, 


[сох . зшхах = 6х — со’х)+С, 
[глх- созхах > > (созх-йРх)+С. (43) 


[5х ‚ зшхах = > (0х —т?х)+С. 


[сох.созхах = сох 9х - эй о 
ь 2 
[ри -зихах = ИЕ, (44) 


5й2х . х 
[озх- сов хах = Не 


Теперь возвратный интеграл | г”. зшх@х вычисляется иначе 


| „зшхах = [Си -сох + шх + ох) зш хах = 
: : ок 2 2 0 
И О. х—сох+05 х-т-х)= 


= (ал . (сйх + вйх)-— созх - (вйх + сйх)) = их — созх)е” + С. 


Здесь использованы формулы 


5х -05х —тх-сох = д х+ 5йх)(—-созх + сйх) — (= х + 5йх)(созх + сйх)) = 


1. : : з 
= 5 (5х сйх—созх-5йх),  5Рх-со’х+05’х-т’х =зтх-5йх — созх -сйх. 
Рассмотрим вопрос об интегралах, которые не выражаются через элементарные 
Хх 
е 2 
функции. Хорошо известно, что к их числу относятся интегралы | —- ах, п>1, | е” 4х. 
х 


Подставляя в этот интеграл е^ = ях + сох + ох +тх, получим интегралы, которые не 
выражаются через элементарные функции 
Ях сох тх 05х | , 
ах, ах, ах, 4х, | 5(х”)ах, | со(х’)ах, | т(х’)ах, | о5(х”)аХ. 
х” п х" 


х" х 
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Аналогично рассматриваются другие интегралы, например, эллиптические ин- 
тегралы первого и второго рода и др. 
7 Ряды Фурье ТГ-функций 

Рассмотрим ряд Фурье функции Г(х) на отрезке [-л,л] [10-12] 

Хо = г + У‘а,соз(их) + „з(их), (45) 
п=1 

где а, и Б, - коэффициенты Фурье. 

Для определенности возьмем /(х) = ях . Найдем коэффициенты разложения, учи- 


тывая, что функция $йх является нечетной. В этом случае коэффициенты Фурье а,=0. 
Ряд Фурье принимает вид 


(х) = У, мп(их), Ь = — [7 зт(тх)ах. (46) 
п=1 п а 


Вычислим неопределенный интеграл | ях. зш(тх)ах , интегрируя четыре раза по частям 


и = ях => Чи = сохах 


т . с0$(тх) 1 
[= | ях: эа(тх)ах = =-9. + сох -со$(тх)хах, 
] м и т = Ци 
т 
и = сох = ди = мхах 
1 [сох .со$(тх)ах = = сох: И.  [пх „зт@их)ах 
т ф’ = со(тх)ахх > у = ШИ) т? т? . 
т 
и=шх > ди = овхах 

_ Г [пх „зт(тх)ах = соз(тх) г = тх. ооо РТ [0х -со5(тх) ах 

т’ ау = зт(тх)фх > у=-——— т т : 

и = о5х > ди = 5х г 
-_ = о5х -с05(тх)ах = : =-05х. Ио) + зы 1 
т? фу = со5(тх)ахх = у = ИР т“ т’ 
т 
‚  С0$ ви ‚ _ ©0$ т 1 
Т= о ВВ сох: т + мх- тие 05х- и И 
т т т т т 
Откуда 
4 . : 
р ‚  С0$ И .  ©05 Ш 
[55 „зт(тх)ах = и (—51х. СОЗ) + сох. в + тх. И — 05х. и 
т т т т т 
ка 2т?с0$ ет 
Ь=— [вех зтох)ах ие ое ял + о т-1. (47) 
Ж-` п(т —1) т 
ее о Е 12 
робей 2 [ито * Ва 
Же. Ия 8 4 
а р 512х х 

Здесь использован интеграл [55 -зшхаХ = 50: 05х- + я +С. 


Теперь рассмотрим нечетную функцию Г(х)= мх ‚ ее разложение содержит толь- 
ко коэффициенты Б, и совпадает с разложением (46). В этом случае коэффициенты 


разложения имеют вид 
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ГР : 2т? 2 
р „=— [пх- тонах Е и тл + у т=1, (48) 
д =. пт —1) т 
О е [2х зт(х)ах = *(- тл.соп+ ай и 
д”. п 8 4 
. о: В 
Здесь использован интеграл | шх : зт(х)ах = вы тх-сох. 


Проверим разложение для функции Х(х) = зш(х) =5Кх)—т(х). Коэффициенты 
разложения при т=1 


В 2т* 
"и =Б„-Б’,= [5 шх)-зт(тх)аХ = Ш: и зд +тл — = 
ры л(т —1) т т 
2т* 1 2 
л(т —1) т л(т?-—1) 


При т=1 


В" =Б-Ь"= е [сх тх)-зт(х)ах = - [зао = : еее ах =1. 


ее) 
Как видно, в ряде УВ (их) остается лишь член ‚= 1, что совпадает с функцией зщ(х). 


п=1 
Замечание. Коэффициент Б"=1 можно получить иначе, записав его явные выраже- 


ния для Бр иБ.. 


й , = | 5й2л = = 5й2п ”. 
р =Ь-Ь=—| Ял:057 + тл.сол+ —— |= 
п п 8 


8 4 4 
"( | . 5й2л ”. 
=—| Ул. о5л+тл со +-—| 
п 4 2 


Используем равенство 5й2х = $12х + т2х = 2 ях сох + 2тх о5х + 2ях ох + 2х сох, , в ко- 
тором при х=ли имеем ли = тли и поэтому 5й2л =4(ял.о5л +тл-сол). Откуда 
следует, что В", =1. 

Рассмотрим четную функцию Г(х)= сох . Найдем коэффициенты разложения, учи- 
тывая, что функция сох является четной. В этом случае коэффициенты Фурье Б,=0. 
Ряд (45) и коэффициенты Фурье принимает вид 


(х) = _ + У а: соз$(их), а„= ы [ Госоз(тхуак. (49) 
п=1 п —л 
Вычислим неопределенный интеграл | сох-соз(тх)Ах , интегрируя четыре раза по частям 
4 В з 
[сох - со5$(их)ах = И (сох: И + тх. ры 05х. ВиО Кул 2. 
т —1 т т т т 
1 л 2 2 й 
а,=— [сох .соз(тх)ах = и ОИ (пл ее) т 1, (50) 
т пт 1) т 
а,= — [сохах = вы == Е 5; Ч — [сох со5(х)ах = 2 (ол Л — МИ + = 
г. п п п п 8 4 
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кь п 
Здесь использован интеграл | сох .с0$ хх = сох- ях — 


Теперь рассмотрим четную функцию /(х)= о5х ‚ ее разложение содержит толь- 
ко коэффициенты а,и совпадает с разложением (49). В этом случае коэффициенты 


разложения имеют вид 


п 2 . 
а’, Е [ох совбихда = 2 СОТА) рт, т-1, (51) 
ав пт —1) т 
1 Иа 
а, =— рок =—тх х| = т Е — - [озх- соз(х)ах = пя —тл: 057 -= 
т п п же. п 


2 х 
Здесь использован интеграл [озх .созхах = < = тх-05х-— у +С. 


Так же, как для коэффициентов Б„ , проверим разложение в ряд Фурье для функ- 
ции /(х)= со$(х) = со(х)- 05(х). Коэффициенты разложения при т=1 


2т?со$(тл) а 


тт о. 
а" =а„-а, =— | (сох — 05х) - со$(тх)ах = —-мя+—)= 
т 


м л(т*-1) т? 
2 
__2т и | х т едеь 2т ов) а 
л(т —1) т л(т?-1) 
т рн 
а! =а-—а! = - | (сох — 05х) -с05(х)ах = - [соз? (хх = [о ты век Чх = 
р ‚_2ял тя _25тл 
Ча — а, 2. а, = 2 — — 0. 


п п п 
Как видно, в ряде (49) остается лишь член а =1, что совпадает с функцией со5(х). 


Замечание. Коэффициент а"=1 можно получить иначе, записав его явные выраже- 


ния для а иа'. 


4 8 
| ._ 5127 дп 
=—| мл-05л +сол.Ял -— +— |: 
п й. 
Используем равенство 5й2х = 512х + т2х = 2х сох + 2х ох +29 о5х +2их сох, в ко- 
тором при х=ли имеем ли = тли и поэтому 5й2л =4(ял .сол+тл-05л). Откуда 


ы : = -  5И2л =. [и | =. 
а" =а-а! =—| сол-ял = и -Мл` 057 — 7. = 
п 


следует, что В", =1. 
Сравнивая коэффициенты разложения (47) - (50), имеем равенства 
=-та’,, В'’„=-фта». (52) 


Заключение 


Предложены альтернативные тригонометрическим и гиперболическим функциям 
система «фундаментальных» («элементарных») функций на основе перестройки стан- 
дартных степенных рядов для функций зтх,с0$х, 5йх, сих. Перестраивая абсолютно 
сходящиеся ряды, введены четыре линейно независимые функции, которые условно 
обозначены как 5х, тх, сох, о5х и названы тригогиперболическими функциями (ТГ- 
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функции). Эти функции выражаются через обычные функции взаимно однозначно. Для 
них рассмотрен следующий спектр математических возможностей: 

1. Получены алгебраические соотношения между ТГ-функциями, а также между 
ТГ-функциями и обычными тригонометрическими и гиперболическими функциями. 

2. Рассмотрена теория пределов. 

3. Построен аппарат дифференциального исчисления. 

4. Произведено аналитическое продолжение ТГ-функций в комплексную область 
и записаны основные соотношения для ТГ-функций комплексного переменного. 

5. Построен аппарат интегральное исчисление. 

6. Получены коэффициенты Фурье ТГ-функций. 

Необычные соотношения между тригогиперболическими функциями, а также 
необычный аппарат дифференциального и интегрального исчисления делают теорию 
достаточно сложной. Более того, математический аппарат в новых функциях имеет зна- 
чительные ограничения в сравнении с классическим и требует определенной сноров- 
ки и опыта. Тем не менее, теория интересная и допускает обобщения и дальнейшее 
развитие. 

За пределами исследования остались вопросы теории дифференциальных урав- 
нений, хотя рассмотренная база свойств тригогиперболических функций позволяет в 
полной мере изучить класс уравнений, решаемых в квадратурах. 

Что касается перспективы предложенной теории, то сразу отметим возможность 
практического использования в теории фазовых переходов и при изучении переход- 
ных процессов в электрических цепях. Введенные функции обладают уникальными 
свойствами. Одним из специфических свойств является монотонный характер функций 
ях, тх, сох, о5х , а их разности ях -—тх, сох—о5х уже дают ограниченную периодичес- 


кую функцию. 


Приложение 
Доказательство линейной независимости функций 5х, мх, сох, о5х 
сох ях 05х тх 
й - тх сох ях 05х 
И’[ях,сохтх,05х]| = | |, 
05х тх сох Ях 


Ях 05 тх сох 
Обозначим а = ях,Ь = сох,с =шх,4 = ох. Тогда 


арвБса 
Ь а 
= р не (6 -а^)*—(а* - с)’ +4( Бес - а (ас — аб). 
сааь 
ца с 


Й = (со’х-0о5°х)’—(5Рх-т”х)?+4(сох тх- ях: о5х)(о5х -тх- ях -сох) = 
= (сох-— о5х)* (сох + о5х)* — (ях -тх)? (ях +тх)? +4(сох-тх- ях ох + ох тх- ях -сох) = 


= с057 х.сй?х —зш” х.5йх+4(сох-тх- 5х -05х + о5х тх- ях: сох). 
Остается преобразовать последний член выражения. Для этого используем формулы 


ях = бил + 5йх) = (и 2, ), тх =Сушх+йх)= Са + р, ), 


сох = > бовхчсйя) = (а, +2,), ох = 5 (Ссозхчсйя) = Са, + р, ). 
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сох-тх- ях. 0о5х = се + В, )(-м, + В, Са, + В, (м, +В, )= Са В, ар, ), 


фих-озу-эбе-сох = (а + В, +В.) (а + В, Хо +В.) = Саи В, а. В,), 


4(я1хо5х — сохтх)(яхсох — озхтх) = (м В, +а, В, )(-а В, - ав ) = В; - 5 В = 
= эт? х.сй?х— с05° х- 5Й^Х. 
Наконец, 
Й' = 05° х-сй?х-5ш*х:51°х+4(сох-тх- ях :о5х)(тх-о5х — ях -сох) = 
= с05° х-сй?х-зш” х-5Й 7х + (Ш * х-сй’х- 60° х-5Й°Х) = 


= с05* х.(сИ?х- 5х) - за? х. (5х -сй?х) = с05° х+5ш? х =1. 
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Л.П. Мтроненко, 1.К. Локтонов 

Тригогшерболчн! функцй в математичному анал!3! (П) 

У стати! запропонована система «елементарних» функщй яка названа тригогтерболичними функщями 1 
означена як 5, тх, сох, ох. Ця система функщй е альтернативою до звичайних тригонометричних 1 
гиерболичних функшЙ 51 х, соз х, зйх, сих. Функцй введен! на щдстав! подлення рядмв Маклорена функщй 
5т х, соз х на позитивну 1 вд’емну частини. Так виникають чотири л но незалежн! 1 аналтичн! функцй. 
У стати вивчаються алгебрачн! 1 аналтичн! властивост! тригогперболлчних функшй. 


Г.Р. Мгопепко, 1.К. Гокйопоу 

ТисовурегроНс ЕипсНоп$ ш Ме Маветайса! Апа!у$15 (П) 

А пех зубешт оЁ "ветегиагу" РпсНопз у\БсЬ аге саЙе4 блеорурегфойс Рапсйоп$ ап4 4епое4 ми 
зупБо|$ 51, шх, сох, озх 15 ргорозе4 ш Фе рарег. ТЬ1$ зу$ет 1$ аНегпачуе ю изиа| и1еопотейлс апа 
Бурегфойс Рпсйоп$ 5т х, соб х, зйх, срх. Ме\у ВЮапсНоп$ аге шуо4исей оп Баз1$ оЁ @1у151оп Мас1аяпи”$ 
зепез Юг Фе АшсНоп$ 5 х, соб х шю розвуе ап4 пезайуе раг5. ш Фе рарег а]себгайс ап4 апа]уйса! 
ргорегЯез оЁ Фе пе\и №лпс@Ноп$ аге шуезигае4. 


Статья поступила в редакцию 19.11.2010. 
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